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摘要 高维空间上连续分片线性函数的绝对值表示是一个一直没有能很好解决 的问题
.

在一 维

空间上连续分片线性函数的绝对值表示基础之上
,

采用递推的方法
,

给 出了高维空间上连续分片

线性函数的绝对值表示 ; 同时证 明了该绝对值表示对所有高维空间上连续分片线性函数有效
.
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分片线性模型得不到广泛和 系统应用的主要原

因是传统的分片线性 函数表示式涉及太 多的参数
,

包括定义域的定义以及定义域每一部分上函数的定

义
,

冗余是显然的 ; 如果再加上连续性条件
,

冗余

更大
.

紧凑表示这一思想的提 出从概念上解决 了这个

问题
.

现有的紧凑表示基本上局限于对连续分片线

性函数的表示
,

表示形式主要有绝对值型
、

极大极

小型和状态方程型
.

本文主要讨论高维空间上连续

分片线性函数的嵌套绝对值型表示
.

第 1个绝对值模型是 K a n g 和 e h u a 于 一9 7 5 年

提 出的 [` ]
,

可以表示所有的单变量连续分段线性函

数
,

但只能表示一部分 多变量连续分片线性函数
,

即满足一致变差性的连续分片线性函数
.

第 2 个模

型是 K a h l e r t 和 C h u a 于 1 9 9 0 年对第 1 个模型的改

进 〔“ 〕
,

可以表示二维空间上的所有连续分片线性函

数
,

但它表示三维空间上连续分片线性函数的能力

很有限
.

第 4 个模型是 iL n 和 U n bhe au en 于 19 94 年

对第 2 个模型的进一步改进 〔3 ]
,

从理论上讲它能表

示所有的连续分片线性函数
.

第 3 个模型是 G uz iel s

和 oG k n a : 于 19 9 1 年提出的 [’]
,

它类似于第 2 个模

型
.

此外
,

B er im a n 于 1 9 9 3 年还提出了链接超平 面

模型5[] ; 它本质上等同于上述第 1 个模型
.

尽管第 1 个模型相对简单
,

但是它可以以任意

精度逼近任意非线性函数 l6[
.

因此其他分片线性模

型的逼近能力就更不成问题 了
.

然而
,

上述分片线

性模型 的逼近 能力和表示能力 主要是理论上 的结

果
.

至今还没有人针对高维空间上连续分片线性函

数的紧凑表示给出构造性的结果
.

本文构造性地给

出了 n
维空间上连续分片线性函数的嵌套绝对值模

型
、

并证明了这个模型可以表示
n
维空间上的所有

连续分片线性函数
.

I n 维空间上连续分片线性函数的绝对值表

示

首先我们回忆一下 K an g 和 c h u a
提出的绝对值

模型 〔̀ 〕
,

它以如下形式给 出
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·
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g 一(X)

1
,

n ) 1
, 口 = 0

,

1

这是一个迭代定义
,

岌 ( x) 的上标表示函数所在的

函数类
,

多 ( x )的下标表示函数类 中的某个 函数
.

显

然
,

尸( x) 是一个超平面
,

g ` ( x) 是一个链接超平面 5[]
.

然而 矿( x) (k > 1 )的几何意义就不十分明显了
.

此时 ( 1) 式可以表示为

下面用数学归纳法证明
:

当
n = 1 时

,

结论 已被证明 了 1[]
.

假设 直到

n 一 1时结论都成立
.
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n ,
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.

定义 设
n
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,
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若上述方程组有解
,

则称该连续分片

线性函数为连 续分 片线性 函数的基本结构
,

记为

y 二 尹 ( x )
.

很明显
,

连 续分片线性函数的基本结构 由 m

个有公共交点的超平面构成
.
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引理 i 若
r a

kn ( A ) = n 且 r a l l k ( A
,
一 。 ) =

n 十 1
,

则

因为此分片线性函数是 由 m 个交于一点的超平

面构成的
,

因此所有的定义域分割面必有公共交点
.

从而必有

y “ 尸 ( x)
一 g ` ( x ) +

艺乙劣 ( x )

证 此时与 ( 3) 式对应 的分 片线性函数是 由交

于一点的 m 个超平面构成的
.
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否则就会出现平行的分割面
,

与
“
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”

矛盾
.
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.
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,
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由于所做的变换都是正交变换
,

所 以 ( 6) 式和

( 3) 式表示的是同一个分片线性函数
.
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根据引理 2情况 2的证明知存在正交矩阵 P
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氛
一 ; 、 ; + b l , 一 * 十 2氛

一 * + 2

夕 “ b Z , 一 * + 1
氛

一乏+ 1 + b Z , 一 、 + 2氛
一 * 十 2

+ b I n

氛 + b l ,

+ b Z n

氛 + b Z ,

夕 == b。
, 一 * + 1氛

一 乏+ 1 + b二
” 一 左十 2氛

一 * + 2 + … + b二
”

氛 + b m
.

( 9 )

本文采用递推的方式给出了
n
维空间上连续分

片线性函数的绝对值模型
,

同时证明了这一模型可

以表示所有
n
维空间上连续的分片线性函数

.

这一

结果比文献 〔3] 的结果前进了一大步
,

是一个 完整 一
的定量结果

.

在此基础上
,

我们可以将绝对值模型

转换为 m in m ax 模型
,

这将有利于构造线性规划逼

近算法
.

本文给出的表示方法在二维空间上优于文

献 [ z] 和 【4 〕给出的相应方法
,

还可用于高维空

间
.
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了龙

因为〔A
,

一 〕
[言:」

一 〔Q`
,

一 〕

[言
[ O

,

QB
,
一 。

1
,

所以
r a n k ( O

,

QB
,
一 e ) =

从而 ( 9) 式满足引理 1 的条件
,

进而

夕 = 尸 ( x ) = 9 0 (管
。 一 * * 1 ,

夸
。 一 * + 2 ,

…
,

夸
。

) +

习名药 (氛
一 * * 1 ,

氛
一 * 十 2 ,

…
,

爹
,

) =

忿二 1 少

9 0 ( p百
一 * + l x

,

p百
一 * 十 Z x

, ,

二 ,

p 》 ) +

习习鲜( p百
一 ; 十 1 二 ,

, 百
一 * + 2二

,

…
,

, 斋 )

即引理结论成立
.

显然
,

任意连续分片线性函数都是基本结构的


